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摘要: 对 于 正 整 数 mw 设 En=22 二 1 是 第 个 Fermat 数 ,又 设 S(B) 是 王 的 
Smarandache 函数 . 运用 初等 的 方法 证 明了 : 当 郊 >4 时 8( 梧 ) 二 4.27(4m 十 9) 十 1 


关键 词 : Fermat 数 ; Smarandache 函数 ; 下 界 


设 N 是 全 体 正 整数 的 集合 . 对 于 正 整 数 m, 设 
Sm) =min{tlm AtitcN} (1) 
称 为 mm 的 Smarandache 函数 , 近 几 年 来 , 人 们 对 于 此 类 数论 函数 及 其 推广 形式 的 性 质 进 
行 了 广泛 的 研究 ( 见 文 [71). 本 文 将 讨论 Fermat 数 的 Smarandache 函数 的 下 界 . 
对 于 正 整 数 w 设 Fu = 22 +1 是 第 m” 个 Fermat 数 . 对 此 , 文 四 证 明了 :, 当 交 > 3 时 ， 
35( 太 ) >8. 2 十 1. 最 近 , 文 [9 进一步 证 明了 : 当 呈 > 3 时 , 5( 可 ) 12 .2 十 1. 本 文 运用 初 
等 方法 对 S(Rr) 的 下 界 给 出 了 本 质 上 的 改进 , 即 证 明了 ， 


定理 当 m 之 4 时 ， 
9( 了 本) 之 44 十 9) 2 十 1 (1.2) 
2 若干 引 理 
引 理 2.1 如 果实 数 > 和 yy 通 合 3<z< 则 必 有 
log(y 十 了 有 logy @. 


log(z 十 1) logz 
证 明 对 于 实数 >, 设 


1 一 2 (2 
由 于 当 z > 3 时 , jz) 连续 可 导 , 而 且 从 (2.3) 可 知 
JP(z) = 2108z 一作 十 1)log(z 十 巧 <0z>3 (2.3) 


2(z 十 1)(logz)2 
所 以 根据 函数 单调 性 的 判别 条 件 ( 见 文 [10] 的 定理 5.9), 从 (2.3) 可 知 jz) 在 z 盖 3 时 
是 单调 递减 的 . 因此 , 当 3<z<y 时 , 必 有 
5 log(y 十 世 有 log(Z 十 1) 
log7 logz 


(2.4) 
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从 (2.4) 可 知 此 时 (2.1) 成 立 . 引 理 证 完 . 
引 理 2.2 Fermat 数 到 的 素 因 数 p 都 满足 p = 1(mod2"+2). 
证 明 参见 文 D] 的 定理 3.7.2. 
另外 , 以 下 有 关 Smarandache 天 数 的 三 个 引 理 的 证 明 可 参见 文 [13], 
引 理 2.3 如 果 公 三 2 ,2 好 正 整 数 mm 的 标准 分 解 式 , 则 
Stm) = maxfSfpi) ,5(pi)] 
引 理 2.4 对 于 素数 p 必 有 3() = ?2. 
引 理 2.5 如 果 z 和 yy 适合 z <y 的 正 整数 , 则 对 于 素数 p 必 有 5(oz) < 5(2py)， 


3. 定理 的 证 明 
首先 讨论 Fermat 数 瓦 的 最 大 素 因 数 的 下 界 . 设 ”是 适合 之 4 的 正 整数 , 又 设 


丽 一 p 多 (3.1) 
是 丽 的 标准 分 解 式 , 其 中 ，… ,pk 是 适合 
RS (3.2) 


的 奇 素 数 , rm ，…… ,ke 是 正 整 数 . 因为 从 引 理 2.2 可 知 
应 三 1(mod2?+2)( 一 1 有) 
故 有 
同一 2n+28; 二 18 EN 一 1 大 (3.3) 


而 且 从 (3.2) 和 (3.3) 可 知 
81 < … 芭 吕 (3.4) 
从 (3.0) 和 (3.3) 可 知 
丽 , 一 22 十 1 之 (274+2 十 1)m 直 re (3.5) 


从 (3.5) 可 得 
log(22 十 ]) 


71 十 ,十 ok 挟 1og(2mf3 十] (3.6) 
由 于 当 >4 时 , 22”> 2"+2 > 3, 所 以 根据 引 理 2.1 可 知 
log(22 十 1 log 22” 
ljog(2?"+2 十 1) 和 log 2"+2 
故 从 (3.6) 可 得 ， 
六 十 十 全 和 站 (3.7) 
另 一 方面 , 从 (3.3) 可 知 
2 三 (2?2+2s; 乎 了 六 三 2 二 28i7i 平 1(mod22n+4)， 人 一 1,..， , 友 ) (3.8) 
因为 当 呈 >4 时 , 必 有 2 > 2 十 4 所 以 从 (3.1) 和 (3.8) 可 得 
k 六 
1 三 2 +1= 三 及 =][ (2?+2simi 十 1) 三 1 十 22+2 》- siri(Inod22n+4) (3.9) 


1 一 1 一 工 
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从 (3.9) 立 得 
1 一 I 
由 于 同 余 关 系 (3.10) 的 左边 是 正 整 数 , 故 从 (3.10) 可 知 
天 


又 从 (3.4) 和 (3.11) 可 得 


结合 (3.7) 和 (3.12) 可 知 
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天 
》 siri 三 0(mod2n+2) (3.10) 
六 (3.11) 
?一 上 

下 
5 20 (3.12) 

?一 1 
一 科 十 8 (3.13) 


2m 十 2 2 
、 2 十 罗 


SF 27 


因为 sx 是 正 整数 , 所 以 从 (3.13) 可 得 s > 4 十 9. 于 是 , 从 (3.2), (3.3) 和 (3.13) 可 知 到 


的 最 大 素 因 数 pk 满足 

Pr 一 27+265 十 1 之 22+2(4 人 十 引 十 1 

最 后 证 明 下 界 (1.2) 的 正确 性 . 根据 引 理 2.3, 从 及 的 标准 分 解 式 (3.0 可 知 
SUEm) =max{S(CDT) SR 讨 
又 从 引 理 2.4 和 2.5 可 知 
Si) 之 SCi) 一 Di 一 1 
因此 , 从 (3.2), (3.15) 和 (3.16) 可 得 
SUEn) 之 max{S(D1)，… ,9(p)] = maxfpi …Dkj 一 2 

于 是 , 从 (3.14) 和 (3.17) 立 得 (1.2). 定理 证 完 . 
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Abstract:; For any Positive integer7，Let rm 三 22” 十 1 be then-th Fermat number，and jlet 
SG(KFn) denote the Smarandache function of . In this paper, using some elementary methods， 
We prove that 计 风 过 4, then 9(F) > 4(4m 十 9)27” 十 |. 
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